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EINE NOTWENDIGE BEDINGUNG FUR DIE GULTIGKEIT
DER KLASSENKORPERTHEORIE 1M KLEINEN
MlKAO MORIYA
Fiir den Aufbau der Klassenkorpertheorie im Kleinen tiber einem
diskret bewerteten perfekten Korper k als Grundkorper ist, wie friiher
gezeigt1), die folgende Bedingung (*) hinreiehend:
i) Der RestklassenkOrper f von kist vollkommen.(*) ii) Zu jeder natiirlichen Zahl n existiert iiber f genau eine Er-
weiterung vom Grade n 2).
Es fragt sieh naturgemaB, ob fiir die Giiltigkeit der Klassen-
korpertheorie im Kleinen die obige Bedingung aueh notwendig ist;
d.h. kann man umgekehrt aus der qiiltigkeit von einigen Satzen der
Klassenk6rpertheorie im Kleinen die obige Bedingung herleiten? DaB
dies tatsaehlieh gesehieht, soIl in der vorliegenden Note gezeigt werden.
Wir legen nun einen K6rper k fest, welcher in bezug auf eine
nieht-triviale, nieht-archimedisehe und diskrete Bewertung w perfekt
1st. Dann bezeichnen wir mit p den zu w gehorigen Primdivisor aus
k und mit f den Restklassenkorper von k in bezug auf .\.1. Eine end-
Hehe Erweiterung K tiber k besitzt genau eine Fortsetzung von w,
und Kist perfekt in bezug auf diese Fortsetzung. 1m folgenden
verstehen wir unter dem Restklassenk6rper von K( ~ k) stets den
Restklassenk6rper von K in bezug auf denjenigen Primdivisor aus K,
der zur Fortsetzung von w in K geh6rt. Ferner kann Inan wie ub-
lich annehmen, daB der Restklassenkorper von K den K5rper f als
Teilkorper enthalt.
Fiir eine endliche separable Erweiterung K iiber k betrachten wir
die Gesamtheit H(Kj k) alIer derjenigen Elemente aus k, die Normen
der von Null verschiedenen Elemente aus K nach k sind. Offenbar
ist H(Kj k) eine Untergruppe der multiplikativen Gruppe k* aller von
1) M. Moriya, Die Theorie der Klassenkorper im Kleinen iiber diskret perfekten
Korp~rn. I., II., Proc. Imp. Acad., Tokyo, Vol. 18 (1942).
T. Nakayama und M. Moriya, Die Theorie der Klassenkorper im Kleinen iiber dis-
kret perfekten Korpern. III., Proc. Imp. Acad., Tokyo, Vol. 19 (1943).
Man vergleiche auch das Buch von Schilling: O. F. G. Schilling, The theory of valua-
tions, Mathematical Surveys, Nr. 6 (1950), Chapt. 6, "Local class field theory".
2) Dies bedeutet, daB in einem aIgebraisch-abgeschlossenen Ktlrper fiber f genau
eine Erweiterung vom Grade n fiber f existiert.
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Null verschiedenen Elemente aus k, und man nennt H(KIk) die K
zugeordnete Normgruppe aus k. Eine endliche s~parable Erweiterung
K liber k heiBt ein Klassenkorper iiber k, wenn
(k* : H(K[ k» = (K: k)
gilt. Wenn man dabei die Bedingung (*) hinzuftigt, so gelten folgende
Hauptsatze der Klassenkorpertheorie:
I) Umkehrsatz. Eine endliche separable abelsche Erweiterung
tiber kist stets ein Klassenkorper.
II) lsomorphiesatz. 1st L ein Klassenkorper tiber k, so ist die
Faktorgruppe k* I H(LI k) mit der Galoisgruppe von L liber k
isomorph.
III) Eindeutigkeitssatz. 1st Heine Untergruppe von einem end-
lichen Index aus k*, so existiert liber II hochstens ein Klassen-
k6rper, dessen Normgruppe aus k gleich H ist.
IV) Abgrenzugssatz. 1st K eine endliche separable Erweiterung
tiber k und L der gr6Bte abelsche Teilkorper von K liber k, S(}
gilt:
H(Kjk) = H(L/ k) ;
d.h. List der Klassenkorper liber k, dessen Normgruppe aus k
gleich H(Kjk) ist.
Zusatz. Ein Klassenkorper K libel' kist stets liber k abelsch.
V) Verschiebungssatz. Es sei k! eine endliche separable Er..
weiterung liber k, und L ein Klassenkorper liber k. Dann ist
das Kompositum Lk' von Lund k' ein Klassenkorper tiber k',.
dessen Normgruppe aus allen denjerugen Elementen aus k' be-
steht, deren Norm nach k in H(Lj k) hineinfiillt.
Wir ftihren nun in k* eine Topologie ein und definieren in bezug
auf diese Topologie abgeschlossene Untergruppen aus k*. Dann gilt:
VI) Existenzsatz. 1st Heine abgeschlossene Untergruppe von
einem endlichen Index aus k*, so existiert liber k ein Klassen-
k6rper, dessen Normgruppe aus k gleich H ist.
Von jetzt an lassen wir die Bedingung (*) fort und setzen voraus,
daB fiber einer beliebigen eJ'ldlichen separablen Erweiterung von k (ein-
schlieBlich k selbst) als Grundkiirper der Abgrenzungssatz, Isomorphie··
~
satz und Umkehrsatz aus der Klassenkorperlheorie im Kleinen gelten.
Dann wollen wir zeigen, daB die Bedingung (*) erfiillt ist. Dazu be-
weisen wir zunachst folgenden
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Satz 1. 1st W eine endliche separable, unverzweigte Erweiterung
'fiber k, so ist W ein .zyklischer KlassenkiJ'rper iiber k.
Beweis. Wir bezeichnen mit 12 den Grad von W liber k. Da W
lib~r k unverzweigt ist, so ist ein von Null verschiedenes Element aus
W von der Form nPE, WO n ein Primelement aus k und E eine Ein-
heit aus Wist. Bezeichnet man nun mit N( ) die Norm eines Ele-
mentes aus W nach k, so ist
N(rrPE) = nnpN(E).
Dabei ist N(E) offenbar eine Einheit aus k. Der Einfachheit halber
wollen wir ohne MiBversUindnis auch mit N(E) die multiplikative
Gruppe bezeichnen, welche die Norm aller Einheiten E aus W nach
k bildet. Ersichtlich ist die W zugeordnete Normgruppe H( W jk) aus
k das direkte Produkt {nn} x N(E) , wo {rrtl } die von n>i erzeugte zyk-
lische Gruppe bezeichnet. Nun gilt nach dem Abgrenzungssatz:
Dabei bezeichnet k* die Gesamtheit aller von Null verschiedenen Ele-
mente aus k und e die Gruppe ailer Einheiten aus k. Da offenbar
k* = {r.} x e ist, so ist
n
und
({rr7l} x e : {nn} X N(E» = (e: N(E».
Daraus schlieBt man ohne weiteres, daB
(k* : H( W / k» = 11, und (e : N(E» = 1
sind. Also ist W nach Definition ein Klassenkorper fiber k. vVeil
(e : N(E» = 1 ist, so ist c: = N(E), und es gilt die 1somorphierelation:
k*/H(W/k) = k*/{nn} x e ~ {n}/ {nn}.
Daher ist k*/H(Wjk) zyklisch von der Ordnung n; wegen des 1so-
morphiesatzes ist W fiber k zyklisch.
Zusatz. Wenn W eine endliche separable, unverzweigte Er-
weiterung fiber kist, so ist jede Einheit aus k Norm einer Einheit
aus W nach k.
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Satz 2. Der Restklassenkiirper f von kist vollkommen.
Beweis. Wir nehmen an, daB f unvollkommen ist. Dann ist die
Charakteristik von f eine Prirnzahl p, und es gibt ein Element c aus
f, dessen p-te Wurzel nicht zu f gehort; d.h. das Polynom xP - c ist
in f [x] irreduzibel. Nun betrachten wir ftir ein zu c gehoriges Ele-
ment c aus k das Polynom
oder x P - reX - c,
je nachdem p =F x(k) (Charakteristik von k) oder p = x(k) ist. Dabei
bezeichnet TC ein Primelement von w aus k. 1st nun K = k(O) ein
Korper, welcher aus k durch Adjunktion einer Nullstelle 0 der beiden
obigen Polynome entsteht, so ist 0, wie leicht bestatigt, eine Einheit
aus K. Ferner ist die 0 enthaltende Restklasse aus dem Restklassen-
korper ~ von K eine Nullstelle des Polynomes xjJ - c; d.h. st ist
mindestens vom Grade p tiber t Weil (K: k) s:. p ist und infolgedes-
sen (st: f) s:. (K: k) s:. p ist, so muB (st: f) = P = (K : k) sein; d.h. der
Korper Kist unverzweigt vom Grade p tiber k, und folglich ist nach
Satz 1 tiber k zyklisch. Da st aus f durch Adjunktion einer Nullstelle
des rein-inseparablen Polynomes xP - c aus f[x] entsteht, so ist ~
offenbar rein-inseparabel tiber f. Wir bezeichnen nun mit ~ den
Primdivisor aus K. Dann gibt es zu jeder Einheit E aus K stets
eine Einheits aus k derart, daB die Kongruenz
mod ~
gilt, weil ~ tiber f rein·inseparabel vom Grade p ist. Ferner gilt fur
einen erzeugenden Automorphismus (f von Kjk:
mod ~ (i = 0, 1, , p - 1).
Da die Charakteristik von f gleich P ist, so schlieBen wir aus den
obigen Kongruenzen:
woraus sofort die Kongruenzen
(fiE == E
folgen. Daher gelten:
mod ~ (i = 0, 1, ....•. , P - 1),
mod ~ (i = 0, 1, , p - 1)
N(E)
jJ-l
II (fiE == Ell
i-lJ
mod ~
4
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und
,,-1
SeE) = ~(JtE == pE == 0
'1=0
mod. ~.
1st also E eine solche Einheit aus K, daB N(E) eine Einseinheit aus
kist, so folgt aus der Kongruenz N(E) == E P mod ~:
mod ~;
es mull also E == 1 mod ~ seine Weil nach Zusatz zu Satz 1 jede
Einheit aus k Norm einer Einheit aus K nach kist, so schlieBt man
aus dem oben Bewiesenen sofort, daB jede Einseinheit aus k Norm
einer Einseinheit aus K nach kist.
Eine von 1 verschiedene Einseinheit E aus Kist von der Form
E = 1 + E~1t" + ElI+l~'lI+1 + . Ell =F 0,
wo die E'JJ E~+l' entweder Einheiten aus K oder 0 sind. Setzt
00
man nun (j'(rr) = ~Eirri-lI, so ist
i=lI
N(E) N(l + ..'lI(j'(rr»
= 1 + rr'IJS«(j'("») + 1t'2~A 2 + .... 0. + rrll'llAn,
wo die A 2 , A::, .. 0 ••• , An ganze Elemente aus k bezeichnen. Weil nach
dem oben Bewiesenen S«(j'(rr» == 0 mod ~ und S«(j'(;:» ein Element
aus kist, so gilt:
daher ist
N(E) == 1
mod p,
mod pHI.
Hieraus folgt ohne weiteres, daB eine Einseinheit 1 + eI ~ (Cl ist eine
Einheit aus k) sicher keine Norm der Einheiten aus Kist. Dies ist
aber ein Widerspruch, daher muB ~ vollkommen seine
Satz 3. jede endliche Erweiteru:ng -iiber f is! stets zyklisch.
Beweis. Es sei ~ eine Erweiterung yom Grade n tiber t Dann
besitzt ~ ein primitives Elelnent 7J tiber f, weil f nach Satz 2 voll-
kommen ist. Also gentigt -0 einer irreduziblen Gleichung
aus f, wo die at, .. 0 ••• , an Elemente aus f bezeichnen. Offenbar ist
5
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dabei /(x) ein separables Polynom aus l[x]. Nun greifen wir aus den
al' , Un bzw. die Elemente au , all aus k heraus. Dann ist,
wie man leicht best1tigt, das Polynom f(x) = xn + alxn- 1 + + Q rI
in k[x] separabel. Wir betrachten jetzt den Karpel' K, welcher aus
k durch Adjunktion einer Wurzel () von f(x) = 0 entsteht, wo 0 er-
sichtlich eine Einheit aus Kist. Bezeichnet man nun mit ~ den
Primdivisor aus K, so ist die 0 enthaltende Restklasse mod ~ sieber
eine Wurzel der Gleichung fix) = 0; d. h. der Restklassenkarper von
K enthalt einen mit se isomorphen Karper als einen Teilkorper. Wei!
,aber (se : f) = n = (K : k) ist, so muB der Restklassenkorper von K mit
se isomorph sein, also ist K fiber k unverzweigt und infolgedessen
nach Satz 1 fiber k zyklisch.
Nun ist die die Diskriminante von f(x) enthaltende Restklasse
mod .p gleich der Diskriminante von fix) und folglich ist von der Null-
klasse mod.p verschieden. Daher sind die n Wurzeln von f(x) = 0
aus K mod ~3 voneinander inkongruent. Bezeichnet nun (J einen er-
zeugenden Automorphismus von KIk, so gilt ffir 0~ i ::;;;: n -1 :
mod ~;
weil die 0, (J(), •••••• , (J,n.-10die s1mtlichen Wurzeln von f(x) = 0 aus K
:sind, so bestatigt man leicht, daB der Restklassenkorper von K fiber
r zyklisch ist. Also muB ~ fiber f zyklisch seine
Aus dem Beweis von Satz 3 erhfilt man folgenden
Zusatz. Zu einer endlichen Erweiterung st vom Grade n fiber f
·existiert fiber k eine separable, unverzweigte Erweiterung vom Grade
n, deren Restklassenkorper mit ~ isomorph ist.
Satz 4. Zu einer natiirlichen Zahl 11, existiert iiber f hOckstens
~i11,e Erweiteru11,g vom Grade 1'l.
Beweis. Es seien Sfl und S~2 Erweiterungen vom Grade n fiber f,
welche in einem algebraisch-abgeschlossenen Karpel' tiber f enthalten
:sind. Dann kann man offenbar das Kompositum ~ von ~1 nnd St2
bilden. Weil nach Satz 3 st fiber f zyklisch ist, so kann St: einen ein-
zigen Teilkorper vom Grade 11, fiber f enthalten, also muB ~1 = ~l! sein.
w.z.b.w.
Es sei K eine endliche separable Erweiterung fiber k. Dann be-
zeichnen wir mit II ein Primelement des Primdivisors ~ aus K,
welcher in .p aufgeht. 1st nun eine Primzahl I zu x(k) (Charakteristik
'von k) gleich, so ist
6
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X~-x+~
o
ein separables Polynom aus K[xJ, und der Korper Z, welcher aus K
durch Adjunktion einer Nullstelle des obigen Polynomes entsteht, ist
bekanntlich tiber K verzweigt und zyklisch. Weil nach dem Umkehr-
satz Zein Klassenkorper liber Kist, so existiert ein Element a aus
K, welches keine Norm der Elemente aus Z nach Kist. Bildet man
dann die zyklische Algebra D = (a, Z, S), so ist D offenbar eine nor-
male Divisionsalgeora vom Grade I liber K, wo S einen erzeugenden
Automorphismus von Z IK bezeichnet. Weil K in bezug auf ~ perfekt
ist, so besitzt D genau einen Primteiler ~~D von ~~, und der Rest-
klassenring von D in bezug auf ~D ist ein (kommutativer) Korper H
vom Grade I tiber dem Restklassenkorper ~ von Kl).
Wenn aber I =F x(k) ist, so adjungieren wir zu K eine primitive
J-te Einheitswurzel (. Wir bezeichnen dann mit 0 1 ein Primelement
des Primdivisors aus dem Karper K l = K(C). Offenbar ist das Poly-
nom Xl - III in Kt[x] separabel, und del' Korper ZI' weIcher aus K t
durch Adjunktion einer Nullstelle des obigen Polynomes entsteht, ist
liber K l verzweigt und zyklisch. Da nach Voraussetzung Zl ein
Klassenkorper liber K 1 ist, so kann man wie oben liber K 1 eine nor-
male Divisionsalgebra D l vom Grade I bilden. Dabei ist del' Rest·
klassenring 81 von D1 ein kommutativer Korper vom Grade I tiber
qem Restklassenkorper Sft von K 1 • Weil aber nach Satz 3 .81 tiber f
zyklisch ist, so ist 81 auch tiber ~ zyklisch. Hieraus schlieBt man
80fort, daB .81 einen Teilkorper vom Grade I liber ~ besitzt.
Satz 5. 1st r(e > 1) eine Potenz einer Primzahl I, so existiert
fiber r eine Erweiterung V01n Grade r.
Bez(}eis. Wir nehmen an, daB ftir r-1 der Satz richtig ist, undo
bezeichnen mit .~ eine Erweiterung vom Grade r-1 tiber f. Dann
existiert nach Zusatz zu Satz 3 eine endliche separable Erweiterung-
K vom Grade r- 1 iiber k, deren Restklassenkorper St' mit ~ isomorph
ist. Nach dem oben Bewiesenen existiert liber St;' eine Erweiterung
vom Grade I; die letzte Erweiterung ist aber vom Grade r tiber f.
Satz 6. 1st n( >1) eille naturliclze Zahl, so existiert tiber f ge12au:
eine Erweiterung vom Grade n.
Beweis. Es sei n = 1;1 1;'8 die Primzahlpotenzzerlegung von n..
1) Vgl. etwa O. F. G. Schilling, a.a.O., S. 52 - 55.
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Dann existiert nach Satz 4 zu jeder Primzahl 11 (1~ i ~ s) fiber f eine
Erweiterung ~l vom Grade If£. Weil nach Satz 3 die SfI •••.••• , sr,
fiber f zyklisch sind, so ist das KomposH:um von den ~l' •••••• , ~$ iiber
f zyklisch vom Grade n. GemaB Satz 4 existiert tiber f genau eine
Erweiterung vom Grade n.
Somit ist gezeigt, daB die Bedingung (*) erfiillt ist.
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